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Максимальное значение фактора оптического ограничения соот-
ветствует моде нулевого порядка и в десятки раз больше, чем для 
других мод. Увеличение фактора оптического ограничения позволя-
ет понизить порог генерации оптически накачиваемых лазеров. 
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КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ АВТОМОДЕЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ 
СЛОЖНОГО ТЕПЛООБМЕНА 
 
Введение. В качестве исходной математической модели необхо-
димо записать систему дифференциальных уравнений конвективного 
теплообмена, состоящую из уравнений пограничного слоя и уравнения 
теплоотдачи в условиях двухмерного стационарного потока при отсут-
ствии внутренних тепловыделений и диссипации энергии, а также при 
постоянстве всех физических свойств жидкости (воздуха). Для нахож-
дения точных решений дифференциальных уравнений математиче-
ской физики в частных производных разработан ряд методов, осно-
ванных на переходе к новым переменным в результате масштабиро-
вания. При этом стремятся уменьшить число новых переменных по 
сравнению с числом исходных, например, за счет использования осо-
бенностей симметрии задачи. В некоторых случаях целесообразно 
выделять так называемые регулярные тепловые режимы − нестацио-
нарные процессы теплопроводности такие, что поле безразмерной 
температуры остается подобным самому себе с течением времени. В 
этом случае будем считать тепловое явление автомодельным, то есть 
распределение его характеристик в разные моменты времени могут 
быть получены одно из другого с помощью соответствующего преоб-
разования подобия. Такое преобразование чаще всего ищут с помо-
щью анализа размерности физических величин, входящих в уравне-
ние, и соответствующего масштабирования [1]. 
Для горизонтально расположенного цилиндра в случае есте-
ственной конвекции после применения методов теории подобия 
получается следующий результат [2]: 
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Конвективный теплообмен для вертикально расположенного ци-
линдра определяется уравнением 
 ( )
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В этих формулах в качестве определяющего размера использу-
ется диаметр цилиндра. За определяющую температуру принимает-
ся температура окружающей среды (жидкости) mt t∞= . 
 
1. Методика расчета тепловых потерь при сложном тепло-
обмене. Плотность потока теплоты при сложном теплообмене мож-
но рассчитать следующим образом [2]: 
 ( )эфф ж жq T T= α −1 2 . (3) 
В формуле (3) эффα  − эффективное значение коэффициента 
теплоотдачи: 
 эфф к лα = α + α , (4) 
где кα  и лα  – коэффициенты теплоотдачи конвекцией и теплово-
го излучения соответственно. 
Для аналитического нахождения кα  и тепловых потерь за счет 
конвекции, кQ , выполняются следующие действия: 
• находим характерную температуру ( )mt . t t∞= +0 5 , где t – 
температура стенки, t
∞
 – температура жидкости (окружающей 
среды); 
• по характерной температуре находим теплофизические характе-
ристики жидкости (из таблиц): коэффициент кинематической 
вязкости, ν , коэффициент теплопроводности, λ , а также чис-
ло Прандтля, Pr; 
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β = 1 ); 
• используя теплофизические характеристики воздуха, рассчиты-
ваем число Грасгофа; 





2 , (5) 
где l – характерный размер (высота – для вертикальной трубы, диа-
метр – для горизонтальной трубы), g – ускорение свободного падения; 
• находим число Релея (найдя число Прандтля, Pr, из таблиц) из 
соотношения  
 Ra=GrPr; (6) 
• зная число Релея, рассчитываем число Нуссельта для верти-
кальной и горизонтальной трубы по формуле: 
 ( )nNu c Ra= , (7) 
где с и n – коэффициенты, зависящие от числа Рэлея (таблица 1). 
 
Таблица 1 – Значения коэффициентов c и n 
Число Релея с n 
1·10-3 – 5·102 1.18 1/8 
5·102 – 2·107 0.54 1/4 
2·107 – 1·1013  0.135 1/3 
 






α = . (8) 
Величина тепловых потерь за счет конвекции составит: 
 ( )к кQ F t t∞= α − , (9) 
где F – площадь боковой поверхности трубы. 
Поток теплоты, излучаемый пластинами, находим по формуле 
 л
TTQ C F∞
   
= ε −    
     
44
0 100 100 , (10) 
где ε – коэффициент черноты материала трубы, С0 – коэффициент 
излучения абсолютно черного тела, C .=0 5 67  Вт/(м2·К4). 
Суммарные тепловые потери (суммарный тепловой поток) нахо-
дим по формуле: 
 к kQ Q Q= + . (11) 
 
2. Программа для вычисления физических характеристик 
сложного теплообмена. Цель работы заключалась в разработке 
программы для вычисления физических характеристик при есте-
ственной конвекции воздуха, используя данные, которые были полу-
чены в ходе экспериментального исследования теплопередачи. Для 
начала мы определили несколько требований, которым должна со-
ответствовать программа: 
1. Уметь рассчитывать физические характеристики, используя 
входные данные. 
2. Иметь графический пользовательский интерфейс, интуитивно 
понятный для большинства пользователей. 
3. Отображать ход вычислений, а также используемые формулы. 
Для создания программы был использован высокоуровневый 
язык программирования С# и среда разработки Microsoft Visual Stu-
dio. Данные средства разработки были выбраны в связи с широкими 
возможностями для разработки, тестирования и отладки программ-
ного обеспечения. 
При написании программы был реализован паттерн MVP (Model–
View–Presenter) – шаблон проектирования пользовательского интер-
фейса, который разработан для облегчения автоматического модуль-
ного тестирования и улучшения разделения ответственности в презен-
тационной логике (отделения логики выполнения от логики отображе-
ния). Данный шаблон состоит из трех компонентов [3]: 
• Модель (Model) – предоставляет данные для пользовательского 
интерфейса. 
• Представление (View) − реализует отображение данных (моде-
ли). В нашем случае это графический интерфейс. 
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Рисунок 2 – Новое диалоговое окно 
 
• Процессор (Presenter) − управляет моделью и представлением, 
реализует в себе все процессы, происходящие в приложении.  
Моделью называется специальный класс данных, предназна-
ченных для выполнения расчётов всех необходимых физических 
величин и содержащий информацию о методах, необходимых для 
вычисления конкретных характеристик. Параметрами для данных 
методов являются входные данные (температуры в локальных точ-
ках и температура воздуха, характеристики цилиндра и т. п.). Далее 
эти данные анализируются, и производятся соответствующие расчё-
ты, в результате чего мы получаем все физические характеристики, 
которые нам нужно было найти. 
Представление – это графический пользовательский интерфейс 
(GUI). Для создания нашего интерфейса в Visual C# для приложений 
Windows был применён конструктор Windows Forms [4]. Главное окно, 
построенное с помощью данного конструктора, представлено на рис. 1. 
Форма главного окна условно разделена на несколько областей: 
1. Область вывода формул. Содержит единственный элемент 
управления PictureBox, предназначенный для отображения гра-
фических объектов. 
2. Область ввода входных данных. Состоит из нескольких полей 
(TextBox), надписей (Label) и переключателя (RadioButton). 
Пользователь при помощи вышеперечисленных элементов 
управления задает входные данные, которые будут использо-
ваться для расчёта. 
3. Область вывода наиболее важных вычисленных значений. Со-
стоит из нескольких неактивных полей (TextBox) надписей 
(Label). 
4. Область управления. Состоит из двух кнопок (Button): 
a. «Вычислить» производит вычисления физических характе-
ристик. 
b. «График» запускает диалоговое окно, в котором осуществ-
ляется построения графика. 
Процессор (Presenter) содержит управляющий код приложения, 
осуществляет управление как моделью, так и графическим интер-
фейсом и обеспечивает взаимосвязь между этими слоями. Процес-
сор (Presenter) осуществляет обработку событий после нажатия на 
кнопки «Вычислить» и «График». 
Так, при нажатии кнопки «Вычислить» процессор осуществляет 
сбор входных данных из области “View” и передаёт эти данные мо-
дели для вычисления значений. После того, как модель произвела 
расчёты, процессор получает вычисленные значения, генерирует 
изображение при помощи библиотеки MimeTex и передаёт результа-
ты в область “View”, где они выводятся в соответствующие области. 
После нажатия кнопки «График» процессор получает от модели 
массив просчитанных точек для построения графика, а затем созда-
ет новое диалоговое окно и передаёт в него полученный массив. Вид 
данного окна представлен на рис. 2. 
Окно состоит из нескольких элементов управления, таких как: 
1. Chart. Элемент, отвечающий за вывод графика. 
2. Две кнопки (Button) «Запустить» и «Стоп», которыми осуществ-
ляется управление процессом построения графика. Обработчик 
нажатия клавиши «Запустить» создаёт новый поток, который 
осуществляет добавление точек на график через заданный про-
межуток времени. «Стоп» останавливает выполнение потока, 
соответственно и динамическое построение графика. 
Для визуализации математических формул была использована 
библиотека MimeTeX, распространяемая под лицензией GPLv3. 
Данная библиотека позволяет получать сгенерированные изображе-
ния математических формул, используя предварительно сформиро-
ванное выражение, которое состоит из специальных команд языка 
разметки LaTeX. Это выражение формируется моделью по ходу 
процесса расчёта физических характеристик. Результат рендеринга 
сохраняется в изображение формата GIF. После этого происходит 
вывод полученного изображение в элемент управления PictureBox. 
 
Заключение. Как показывает опыт внедрения данной компью-
терной программы в учебный процесс, созданный программный 
продукт позволяет студентам: 
• быстро выполнить расчеты тепловых потерь в случае сложного 
теплообмена для горизонтальной и вертикальной трубы; 
• не использовать справочную информацию о физических свой-
ствах жидкости (воздуха) из печатных источников, т. к. все необ-
ходимые параметры встроены в программу;  
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• видеть на основе созданной анимации относительный вклад 
тепловых потерь за счет естественной конвекции и теплового 
излучения. 
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КОМПЬЮТЕРНЫЙ МЕТОД ПОИСКА ПРЕДЕЛЬНЫХ ЦИКЛОВ ХЕМОСТАТ-МОДЕЛИ 
 
Введение. Модель искусственного биосинтеза описывает процесс 
выращивания полезной биомассы микроорганизмов (бактерий) в усло-
виях принудительного перемешивания. В лабораторных условиях 
такой процесс осуществляется в специальных приборах, называемых 
обычно хемостатами. Хемостат представляет собой резервуар, за-
полненный специальным раствором (субстратом), служащим пита-
тельной средой для выращивания полезной культуры микроорганиз-
мов. В простейших моделях хемостата [1] рассматривается конкурен-
ция нескольких видов микроорганизмов, которые питаются одним 
ограниченным питательным веществом, называемым субстратом. 
Математическая модель хемостата, описывающая рост популя-
ции микроорганизмов при проточном культивировании, предложен-
ная Дж. Моно [1], имеет следующий вид: 
 
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )( ) ( )
( ) ( )( )( ) ( )
s t s s t D x t s t x t s t ,
x t s t D x t , 
x t s t D x t ,














где параметр D – называется потоком, и он численно равен скоро-
сти подачи питательного субстрата в ферментер; ( )s t  обозначает 
плотность питательного субстрата; ( )x t1 , ( )x t2  – плотности мик-
роорганизмов в момент времени t; ( )( ) ( )i s t i ,µ = 1 2  – удельная 
скорость потребления i-м микроорганизмом субстрата ( )s t ; s0  – 
концентрация субстрата в питательном растворе на входе. В рабо-
тах [1, 2] приведено исследование системы (1) для случая, когда 
удельная скорость потребления субстрата i-м микроорганизмом 
задается при помощи функции Моно: 









1 2 , (2) 
где параметры ( )ia i ,=12  – постоянные равные концентрации 
субстрата, при которых удельная скорость роста микроорганизма 
равна половине максимальной (константы Михаэлиса-Метен); 
( )im i ,= 1 2  – максимальная скорость роста i-го микроорганизма. 
Достаточно полный обзор и обобщения модели хемостата можно 
найти в монографии [1]. В большинстве работ, посвященных исследо-
ванию математических свойств хемостата, рассматриваются стацио-
нарные состояния при различных условиях [1, 2]. Нестационарное 
поведение хемостата изучалось в [1], где найдено предельное множе-
ство траекторий динамики хемостата в одномерном случае. 
Существуют также различные модификации системы Михаэли-
са-Ментен (1). Наряду с системой (1) рассматриваются системы с 
периодическими скоростями подачи и смыва питательного субстрата 
[3]. Также рассматриваются хемостат-модели, в которых взаимодей-
ствуют больше чем два микроорганизма, потребляющих лимитиро-
ванный субстрат. 
В работах [4−6] было показано, что в случае, когда коэффициенты 
Михаэлиса-Ментен удовлетворяют условию a a=1 2  интегрирование 
дифференциальной системы третьего порядка (1) удается свести к 
интегрированию одного нелинейного дифференциального уравнения 
первого порядка. Работы [5, 6] содержат программные модули, кото-
рые в зависимости от изменения параметров системы в заданных 
интервалах моделируют процессы хемостатного культивирования, а 
также обеспечивают визуализацию этих процессов для каждого мик-
роорганизма. Там же для моделей хемостата Михаэлиса-Ментен 
(1)−(2) найдены коэффициентные соотношения, при выполнении кото-
рых построены двухпараметрические семейства решений в аналити-
ческой форме и приведена визуализация этих решений. 
 
В простейших моделях, когда в хемостате конкурируют две 
или более популяции эксплуататорским образом для одного 
лимитируемого субстрата, происходит вымирание всех, кроме 
одной, популяций. Перечисленные выше методы показывают, что 
такое конкурентное исключение имеет место при разнообразии 
условий в хемостате и его модификаций. 
В [1, 7, 9] показано, что если конкуренция перемещается вверх на 
один уровень, то есть допускается, что некоторые микроорганизмы, 
участвующие в культивировании, питаются другими микроорганизма-
ми (многоуровневая или трофическая модель), то сосуществование 
может произойти в форме устойчивого предельного цикла. 
Рассмотрим специальный случай модели хемостата [1, 10]. Возь-
мем в качестве модели простой хемостат, рассмотренный в работах 
[7, 9], с питательным веществом ( )s t  и организмом ( )x t , который 
потребляет этот субстрат. Добавим хищника ( )y t , который потребля-
ет ( )x t , но не может потреблять субстрат. Эта задача интересна как с 
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